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１　（75点）

1次元の空間上で質量mの粒子の量子力学的な運動を考える。!はプランク定数を
2πで割ったものとし, 運動量演算子 p̂を

p̂ ≡ −i! d

dx

とする。

問 1 自由粒子系のハミルトニアン Ĥ0を p̂とmを用いて表せ。また系のエネルギー
を E , 波動関数をΦ(x)として, 定常状態のシュレディンガー方程式を書け。

問 2 自由粒子系のΦ(x)が一般に

Φ(x) = A exp[ikx] (A, kは定数, k ≥ 0)

と書ける。p̂及び Ĥ0の固有値を kを用いて,それぞれ求めよ。

次に以下の様に厚さ aの障壁ポテンシャル V (x)を置き, 入射エネルギー E が 0 <

E < V0の粒子の透過率を考える。V0は正の定数。

x

V(x)

V0

0 a

I II III
V (x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

0 (x < 0) : I

V0 (0 ≤ x ≤ a) : II

0 (x > a) : III

この時, 波動関数は領域 I,II,III において

ΦI(x) = A exp[ikx] + B exp[−ikx],

ΦII(x) = C exp[κx] + D exp[−κx],

ΦIII(x) = E exp[ikx]

と書ける。A,B, C,D, E,κ(κ > 0)は定数である。ΦI(x)の第一項は入射波と反射波
を表し、ΦIII(x)は透過波を表している。
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問 3 定数 k,κを E , V0用いて求めよ。

問 4 V (x)の境界 x = 0, aにおける, 波動関数を滑らかに繋ぐ境界条件を示せ。

問 5 以下の手順に沿って透過率Tを求めよ。途中 cosh(x) = (ex+e−x)/2, sinh(x) =

(ex − e−x)/2を使ってまとめてよい。

(1) 問 4の境界条件より, C及びDをEを用いて表せ。

(2) A及びBをC及びDを用いて表せ。

(3) 透過率 T =
∣∣E

A

∣∣2を k, κを用いて示せ。

ここで透過率 T の近似式を導出し, アルファ崩壊の崩壊幅 Γαを見積もる。

問 6 障壁ポテンシャルが 1/κに対して十分に厚く κa ≫ 1となる時,

T ≃ K exp[−2κa],

と書ける事を示せ。またKを E , V0を用いて示せ。
xが 1より十分に大きい時, sinh(x) ≃ ex/2であり, ex ≫ 1とする。

アルファ崩壊の崩壊幅は崩壊率 λに !を掛けたものである。崩壊率は透過率 T と障
壁ポテンシャルに衝突する頻度の積で見積もる事にする。アルファ粒子が半径Rの
原子核の中で, 速度

√
2E/mαで衝突しているとすると崩壊幅 Γαは

Γα = !λ ∼ !
2R

√
2E
mα

K exp[−2κa],

と粗く見積もる事にする。

問 7 アルファ崩壊する仮想的な原子核と放出されるアルファ粒子の情報が以下の
様に与えられた場合, Γαの値を 10のべき乗を含む形で示せ。べき数は小数点
以下を四捨五入し、整数で示す事。：R = 7 fm, V0 = 30 MeV, E = 5 MeV,

a = 18.4 fm, mαc2 = 4 × 103 MeV, !c = 200 MeV·fm。
但し, 光速度 c = 3 × 108 m/s, MeV=106eV, fm=10−15m とする。
計算を簡単にする為, loge 10 ! 2.3,

√
5 ! 2.24として使用してよいものとする。
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２　（75点）
同種の原子N 個からなる絶縁体 (固体)の性質 (比熱)を考える。絶縁体の内部は,

x, y, zの 3つの方向に振動している計M = 3N 個の, 独立な 1次元調和振動子が空
間的に整列しているとする。i番目の調和振動子のエネルギーが

Ei = !ωi

(
ni +

1

2

)

と与えられるとする (ωiは固有角振動数, ni = 0, 1, 2, 3, · · · )。ただし, 全ての振動子
が同じ非零の固有角振動数 ωを持つとする。

問 1 分配関数Zを求めよ。

問 2 問 1の結果を用いて, 内部エネルギー U を求めよ。

問 3 問 2の結果を用いて, 定積比熱CVを求めよ。

問 4 問 3で得られた比熱CVの温度依存性をグラフに示し論じよ。特に高温部およ
び低温部における漸近形を議論せよ。

問 5 問 2で得られた比熱CVは, 実験で得られる結果をよく説明しない。最も大き
な違いを定性的に述べよ。また, 実験結果との整合性を説明するには, 上述の
モデルをどのように改良したら良いか定性的に述べよ。
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